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Resumo. O problema bi-circular é um caso particular do problema de quatro corpos, onde uma das massas,
digamos m,, é suposta zero ou infinitamente pequena comparada com as outras trés massas. Com essa hipdtese m,
move-se no potencial de m;, m, e mz, mas nao perturba o movimento dos trés corpos massivos. No problema bi-
circular, o movimento de m;, m, e mz ao redor do centro de massa é considerado como sendo formado por 6rbitas
circulares e o movimento de m, tem que ser determinado como fungéo das condigdes iniciais. Podemos considerar o
problema bi-circular como uma perturbacdo do problema de trés corpos restrito. Este problema pode ser usado
como um modelo para o movimento de uma particula ou veiculo espacial no sistema Sol-Terra-Lua. Na primeira
parte do texto fornecemos as equagdes de movimento do modelo e definimos captura gravitacional. A segunda parte
desse artigo é destinada ao célculo de alguns resultados numéricos para o problema bi-circular, tais como 6rbitas
diretas, retrogradas e de captura.

Palavras-chave: Captura Gravitacional, Problema Bi-circular e Mecanica celeste.

1. INTRODUCAO

Uma captura gravitacional ocorre quando um veiculo espacial (ou qualquer particula de massa
desprezivel) tem a mudanca de energia de positiva para negativa, no interior da esfera de influéncia de um
corpo celeste. Em termos de érbitas e sair de uma hiperbdlica é passar a uma érbita eliptica. Nesse
trabalho estudaremos captura gravitacional para o problema bi-circular.

Os conceitos e definicbes apresentados neste texto foram extraidos da tese de doutoramento de
Ernesto Vieira Neto [4], ele estuda captura gravitacional para os problemas de trés corpos, restrito,
circular e eliptico.

Neste artigo estudamos captura gravitacional usando como modelo o problema bi-circular, e
obtemos resultados numéricos para esclarecer a teoria. O problema bi-circular € uma perturbacdo do
problema de trés corpos restrito circular, podemos considerar como corpos Terra, Lua, Sol é um veiculo
espacial. As equagdes de movimento do problema bi-circular estdo deduzidas nas referencias [5] e [6].

2. MODELOS DE N CORPOS

Para definir captura gravitacional é necessario usar alguns conceitos basicos do problema de dois
corpos. Esses conceitos sdo descritos abaixo.

2.1. O Problema de Dois Corpos

Chamaremos de C; a soma das energias cinéticas e potencial do problema de dois corpos particula-
Lua, isto é:

2
C3=V?—=H ®
onde r e V sdo respectivamente a distancia e a velocidade da particula em relacdo a Lua, e [y € a massa
adimensional da Lua.
Se considerarmos apenas dois corpos (Lua e particula) C3 é constante se a Unica forca for a atracdo
gravitacional. Descrevemos abaixo as orbitas da particula para valores de C3 conforme a classificagao:

i) Caso C3 > 0 as Orbitas séo hiperbdlicas,
ii) Caso C3 = Oas Orbitas sdo parabolicas,
iii) Caso C3 < 0 as Orhitas sdo elipticas.
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2.2. O Problema de Trés Corpos Restrito

O problema de trés corpos com as duas hipoteses abaixo é chamado de problema de trés corpos
restrito.

Primeira hipétese: Sejam P, P, e P; trés corpos com massas m;, m, e ms respectivamente e supomos
gue mz é muito menor que m; e m,.

Segunda hipétese: Admite-se ainda que os corpos P; e P, se movem em orbitas circulares coplanares, e
que o corpo P3 se move no potencial gerado por P; e P, neste movimento sem afeta-lo.

Observacéo: Os corpos P; e P, sdo chamados de primarios.

As coordenadas dos primarios (xi, Y1, 0) e (X, y», 0) sdo dependentes do tempo e facilmente
determinadas.

Xy = bcos(nt) y; = bsin(nt) =0 2)
X, = -acos(nt) y, = -asin(nt) 2,=0 ?3)

Considerando (X, y, z) as coordenadas do corpo Ps, as equacBes de movimento do corpo P3; no
sistema sideral sdo:

& _ 2 mq(x—bcos(nt)) . my(x+acos(nt))

az =k T ()

d? —bsi i

?32/ = )2 my(y r;tn(nt)) + mz(y+i§m(nt)) )
1 2

Pz _p2[maz  maz

dez r} r3 )

onde ry e r, sdo as distancias fornecidas a seguir:

=y —x)?+ G -y)2+z2 e = -x)?+ G -y)?+2?

No sistema Sinddico adimensional as equac¢des de movimento passam a ser:

X—2y=Q, )
J+2i =0, ®)
Z=1Q, )

n

Q= %(x2 +y2) + 1% + ri é a energia potencial.
1 2

2.3. O Problema de Quatro Corpos

Consideremos 0 movimento de quatro pontos materiais P;, P,, P; e P,. Supondo que os pontos
estejam no espacgo Euclidiano tridimensional, representaremos por (X, Yk, Zx) as coordenadas dos pontos (k
¢ um numero inteiro e 1 <k <4). Definiremos como ry, a distancia entre Py e P,.

r,?‘l = (e —x1)* + e — y1)* + (2 — z)? (10)

Por conveniéncia de notagdo, utilizaremos gy para representar Xy, yx € zx quando nos referirmos a
projecdo num dado eixo coordenado. O q descreve uma das 12 possiveis coordenadas ¢y, além disso,
designaremos por my a massa do ponto descrito por g. A fungdo potencial pela lei de atragdo gravitacional
de Newton é dada abaixo:
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U=y""0 k< (11)

Tk
As equacbes de movimento do problema de quatro corpos podem ser escritas na forma abreviada:
mg = —U, (12)

onde U, representa a derivada parcial de U em relacdo a g. As equagBes de movimento podem, também,
ser escritas como um sistema de oito equacGes diferenciais de primeira ordem.

[z (13)

P |
v=-—-m Uq

A solucdo do problema de quatro de corpos consiste na descricdo do comportamento global do
movimento para condi¢des iniciais arbitrariamente preestabelecidas.

2.3.1. O problema bi-circular no plano
O problema de quatro corpos com as duas hipéteses abaixo é chamado de problema bi-circular.

Primeira hipotese: A Terra e a Lua formam os dois primarios, com ambos em érbitas circular em torno
do centro de massa comum;

Segunda hipétese: O sol € o terceiro primario em érbita circular em torno do centro de massa do sistema
Terra-Lua.

O quarto corpo tem massa muito menor que 0s outros corpos e sera chamado de particula.

A

@ _"; Sol

Satélite

_‘ A
N

lerra Lua

v

Figura 1 - Problema Bicircular.
2.3.2. Equacges de movimento do problema bicircular no plano

Tornaremos o sistema adimensional, dividindo todas as distancias pela distancia entre os dois
primarios e as massas serdo divididas pela massa total dos dois primarios. Além disto, sera definido que a
velocidade angular do sistema € unitéaria.

Fornecemos abaixo as massas e distancias da Terra, Lua e Sol.

M: = 5,98 x10* kg Massa da Terra.

M, = 7,35 x10% kg Massa da Lua.

Ms = 1,99 x10* kg Massa do Sol.

d, = 3,844 x10° km Distancia Terra Lua.
d, = 1,496 x10® km Distancia Terra Sol.

Com os dados escritos acima as massas da Terra, Lua e Sol no sistema adimensional sdo dadas
por:
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My

=— T  =0,9878715
Re =M + M,
- M 0,0121506683
M= v,
=M 32890048
luS - MT + ML - )

As circunferéncias descritas pela Lua e Terra tém raios e e ty, respectivamente.

Sejam (X, ¥), (Xg, Ye), (Xm» Ym) € (Xs, Ys) as coordenadas da: particula, Terra, Lua e Sol
respectivamente. Abaixo fornecemos as equacdes de movimento da Terra, Lua e Sol:

xg = —py cos(t),  yg = —pysin(t) (14)
xy = pgpcos(t),  yy = pgsin(t) (15)
xs =Rgcos(¥),  ys = Rssin(y) (16)
W =P + wst 17)

onde Rs = 389,1723985 e ws = 0,07480133 (velocidade angular do Sol).

Observamos que quando t = 0, as posicdes da Lua, Terra e Sol sdo: (Mg, 0), (Hm, 0) e (Rscos(wo),
Rs sin(yo)).

Sendo:
=@ —x)% + (v — yp)?
=y (x = 0% + (7 — yu)?
r3 == x5)2 + (y = )
Logo temos as equacOes de movimento da particula no sistema inercial:
X =—pp (x;lgcs) — iy (x—r}cM) — i (x;;s) (18)
§ = —pg (y—ng) _ (y—);zw) _ (y—;zs) 19)

L] 3

Introduziremos um sistema de coordenadas girantes sobre o centro de massa do sistema Terra-
Lua com a mesma velocidade angular dos primarios. Sejam (&, #) as coordenadas da particula neste
sistema sinodico.

As equacdes que convertem as coordenadas do sistema fixo para o girante s&o:

(5)=(5nc) con) 5) (20)

Se calcularmos as derivadas de cada componente duas vezes obtemos:

() = () o) €y -

¥\ _ (cos(t) —sin(t)\(E—-2n—¢
(y) - (Sin(t) cos(t) ) <TI + 28— ,7) (22)
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As coordenadas dos quatro corpos sdo dadas por: Lua (&, #1m) = (Mg, 0), Terra (&, #7e) = (— Hws 0),
Sol (&, 7s) = (Rs[cos((1 — ws)t — wo)], —Rs[sin((1 — ws)t — wo)]) € particula (&, #) . Observamos que 1 — ws
é a velocidade angular do Sol no sistema sinddico.

Observacgdo: As coordenadas (&, #) s@o chamadas sinddicas e as coordenadas (X, y) sdo chamadas
siderais.

As trés distancias no sistema sinddico passam a ser:
1 = /(&€ — uy)? + n?, distancia da particula a Terra.
r, =/ (€ — ug)? + n?, distancia da particula a Lua.

13 = /(€ — &2 + (n — ns)?, distancia da particula ao Sol.

As equacdes de movimento da particula no sistema sinddico sdo consequentemente:

Y &+ &+ £+
§=20—¢ - {88 = —me 5" — gt — s (23)

2 3

ﬁ+2€._n+g_§n5Z_ME%_MM:_?,_HMT,;ZS (24)
S 1 2 3

2.3.3. Hamiltonia e lagrangeana do problema bi-circular no plano

As energias cinética e potencial do veiculo espacial no sistema inercial sao:
1. .
E.=_[x*+y%] e V=—LE_fM_Fs (25)

Fornecemos a Lagrangeana e a Hamiltoniana no sistema de coordenas fixo. A Lagrangeana é
dada pela diferenga entre as energias cinética e potencial, isto é:

L=FE, —V==2[x2+4y?] +LE 4 b 4 bs (26)
2 T1 T2 T3
A energia total do sistema é:

H=E +V=-[i?+y?] —LE_tM_Ls @27)
2

Considerando os momentos p; = E-ne p, =1 + &, as energias cinética e potencial da particula
no sistema girante sao:

1
Ec = [p¢ + 7] +npe — pyé (28)
V=—’;—f—’i—f—‘;—:+ﬁ—§(ffs+nns) (29)

Mediante uma transformacdo de Legrendre obtemos a Hamiltoniana no sistema girante:

1 1-
H=Ec+V =2 [pf +pj] +npg —pyé — £ = =224 2 (685 +mms) (30)

1 T2 3
3. RESULTADOS NUMERICOS PRELIMINARES NO (PBC)

Consideremos agora o problema bi-circular com C; sendo a energia do sistema Lua-particula.
Contrario ao que ocorre no problema de dois corpos C; ndo é constante no problema bi-circular. Entdo,
para algumas condices iniciais, a particula pode alterar o sinal de sua energia de positivo para negativo
ou de negativo para positivo. Quando a variagdo é de positivo para negativo chamamos de drbita de
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captura gravitacional. A situacdo oposta quando a energia muda de negativo para positivo é chamada de
“fuga” gravitacional ou escape.

Na Figura 2 mostramos Orbitas parabdlicas do problema bi-circular, isto é, C; = 0. Na Figura 3
temos orbitas elipticas com C3 =—0,10.

Em ambas as figuras temos os graficos: em vermelho para o = 0°, em verde claro para a = 45°, em
azul claro para o = 90°, em rosa para a. = 135°, em azul escuro para o. = 180°, em marrom para a = 225° e
em verde escuro para o = 270°.

Observagdol: os graficos das Figuras 2 e 3 estdo no sistema sinodico.
Observagdo2: em todos os graficos y = 0.

Figura 2 — Orbitas parabolicas.

Figura 3 — Orbitas elipticas.

Descreveremos abaixo a metodologia numérica.

1. O integrador utilizado foi um Runge-Kutta de quarta ordem, a linguagem computacional Fortran.

2. Integramos as equagdes de movimento da particula no sistema sideral, aplicamos uma rotacéo e
obtemos 0 movimento da particula no sistema sinddico.

3. Explicaremos abaixo como sdo escolhidas as condi¢fes iniciais do problema bi-circular, isto é, a
posicdo e velocidade inicial da particula.

3.1. Posicéo Inicial

O ponto de partida de cada trajetéria do veiculo espacial fica a uma distdncia de 100 km da
superficie da Lua (r, = 1838 km a partir do centro da Lua), que chamaremos de periluna. Para especificar
completamente a posicdo inicial é necessario conhecer o valor de mais uma variavel. A varidvel usada é o
angulo a, que é a posicdo da periluna. Este angulo é medido a partir da linha Terra-Lua, no sentido anti-
horério, a partir do lado oposto a terra. (Figura 4).
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Esfera de
Influéncin

Figura 4 — CondicGes iniciais.
3.2. Velocidade Inicial

A magnitude da velocidade inicial V é calculada a partir do valor de C; = V2 — ”TM A direcédo do

vetor velocidade do veiculo é escolhida como sendo perpendicular a linha que une o veiculo espacial ao
centro da Lua, apontando na direcdo anti-horéria para as Orbitas diretas e na direcdo horéria para as
Orbitas retrégradas.

3.3. Captura gravitacional

A Orbita é considerada de captura, quando a particula alcanga a distancia de 100000 km (0,26
unidades candnicas) a partir do centro da lua, num tempo inferior do que 50 dias (aproximadamente 12
unidades candnicas).

A esfera com o raio acima centrada na Lua é definida como esfera de influéncia da Lua. A Figura
4 mostra o ponto P onde o veiculo espacial escapa da esfera de influéncia. O angulo que define este ponto
é chamado de angulo da posicdo de entrada e é descrito pela letra grega f.

Observagdo3: na integracdo numérica o passo de tempo é negativo, portanto as condi¢des iniciais sdo na
realidade as condi¢6es finais da 6rbita apds a captura.

4. ORBITAS DIRETA E RETROGRADA

Na Figura 5 temos uma Grbita direta e na Figura 6 uma Orbita retrdgrada. Nos graficos abaixo 0s
angulos sdo: a = 180° e y = 0°, com C3=—0,6.

. 15

Figura 5 - Orbita direta.
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Figura 6 - Orbita retrograda.

5. VARIAGCAO DA ENERGIA

Faremos agora a energia C; variar. Teremos os angulos fixos « = 180° e w = 0°. Para o grafico em
rosa temos C; = —0,6, o grafico em azul temos C; = —0,4, o grafico em verde C; = —0,2 e o grafico em
vermelho C; = 0,0. Na Figura 7, érbitas diretas e na Figura oito, érbitas retrogradas.

Figura 7 - Orbitas diretas.

Figura 8 - Orbitas retrogradas.

6. VARIACAO DO ANGULO y

Agora faremos C; = —0,15 e a = 120° fixos. Quem varia agora € o angulo y. O gréafico em
vermelho w = 0°, em verde w = 90°, em azul = 180° e em rosa y = 270°. Na Figura 9 drbitas retrdgradas
e na Figura 10 drbitas diretas.

Figura 9 — Variagdo do angulo . Orbitas diretas.
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Figura 10 — Variacdo do angulo y. Orbitas retrogradas.
7. ORBITAS DE CAPTURA
Existem dois testes numéricos para verificarmos se uma Orbita é de captura.

Primeiro teste: recordamos aqui a condigdo de uma Orbita ser de captura. Quando a particula alcanga a
distancia de 100000 km (0,26 unidades candnicas) a partir do centro da Lua, num tempo menor que 50
dias (aproximadamente 12 unidades canbnicas de tempo) a érbita é considerada de captura. Esse teste é
feito para cada passo de integracéo.

Segundo teste: na periluna C; € negativo. Caso, na integracdo numérica, em algum passo C; mude para
positivo (estamos integrando com passo negativo), temos uma Orbita de captura. Em termos de Orbita isso
significa sair de uma Orbita hiperbdlica e passar para uma 6rbita eliptica. Na Figura 10 temos C; = —0,2,
y=0%e a=90° (vermelho), 180° (verde) e 270° (azul). Na Figura 11, 6rbitas diretas e na Figura 12,
Orbitas retrégradas.

Figura 11 — Orbitas de capturas diretas.

Figura 12 — Orbitas de captura retrégrada.

Nas Figuras 13 e 14 temos os graficos de C; em funcéo da disténcia, a distancia é fornecida em
km. No grafico 13, orbitas diretas e no grafico 14, Orbitas retrdgradas. Observamos que em todos 0s
graficos existem uma mudanca de sinal de Cs, isto &, todas as orbitas sdo de captura gravitacional. Nos
graficos temos: a = 90° (vermelho), 180° (verde) e 270° (azul).
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Figura 13 - C3 em funcgdo da distancia em orbitas diretas.

Figura 14 - C; em fun¢do da distancia em drbitas retrogradas.
8. CONCLUSAO

O objetivo desse artigo é ser uma introducdo a captura gravitacional. Foi usado como modelo
matematico o problema bi-circular. Um grande nimero de resultados numéricos permite concluir que
temos grande sensibilidade a condices iniciais para termos captura gravitacional. O futuro desse trabalho
é 0 consumo minimo de energia que sera tratado em minha tese de doutoramento.
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