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DETECGAO DO CAOS NO ESPAGO DE FASE
POR MEIO DO EXPOENTE DE LYAPUNOV

RESUMO

Neste trabalho, usa-se a distribui¢éo dos expoentes de Lyapunov, ferramental
importantissimo para analisar a dindmica de particulas interagentes no espago
de fase, através da sensibilidade. Um sistema é classicamente ca6tico quando
ele apresenta sensibilidade exponencial as condi¢@es iniciais. Opondo-se a
sistemas caoticos estdo os sistemas integraveis, onde a existéncia de tantas
constantes de movimento quanto o ndmero de graus de liberdade faz com que
0 movimento resultante seja bastante simples.

Palavras-chave: Caos, expoente de Lyapunov, espaco de fase.

ABSTRACT

In this paper, we use the distribution of exponents of Lyapnov, important to
analyze the dynamics of interacting particles in phase space through
sensitivity tooling. A system is classically chaotic when he presents
exponential sensitivity to initial conditions. Opposing chaotic systems are the
integrable systems, where the existence of so many constants of motion as the
number of degrees of freedom makes the resulting motion is quite simple.

Keywords: Chaos, Lyapunov exponent, phase space.
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Detecgdo do Caos no Espago de Fase por meio do Expoente de Lyapunov

1 INTRODUCAO

Um sistema dindmico é descrito por qualquer conjunto de grandezas, conhecidas como variaveis
dependentes que variam no tempo (variavel independente), (LEMOS, N. A, 2007). Dada uma funcéo f(x, y, z), esta
descreve a equacdo de estado de uma particula no espaco, em particular de trés dimensdes e no caso de f(x, vy, z, t),
observamos a evolugdo através do tempo que é o parametro para descrever a dindmica do sistema, onde a superficie

poderéa estar em movimento ou se deformando.

O espago de fase é o espago de estados possiveis para o sistema, onde a evolugdo é descrita por um
conjunto de equacdes discretas ou diferenciais que constituem a regra, permitindo prever o comportamento futuro,

total ou parcial, uma vez conhecido o seu estado inicial.

A dindmica em termos da funcdo Hamiltoniana, nos permite descrever com mais detalhes a evolucdo de
sistemas com relacdo a Mecanica Newtoniana que é baseada em coordenadas cartesianas, sendo que com sistemas
que aparecem vinculos ou necessitam de maior quantidade de varidveis, os Sistemas Hamiltonianos, definem num

espaco de coordenadas (q,p), onde eventualmente pode depender do tempo t.

Através dos estudos de sistemas (qualquer que seja) e analisando as propriedades de sensibilidade quanto
as condicGes iniciais, ou seja, dois pontos se separam, por mais proximos que estivessem inicialmente no espago de
fases e ser limitado, observa-se a presenga do caos. Normalmente, o espaco de fases de sistemas conservativos é
composto por dominios onde a dindmica pode ser regular, cadtica ou mistura de ambos. Neste trabalho, observa-se
as trajetdrias cadticas através dos expoentes de Lyapunov, que sdo grandezas utilizadas para quantificacdo de caos

em sistemas dinamicos extremamente sensiveis.

2 SISTEMAS HAMILTONIANOS E O ESPACO DE FASE

Os sistemas hamiltonianos podem ser descritos pelas equagGes de movimento, de Hamilton,
(PELLEGRINO, 1991):

an

. aH
dq,

=3 (<isn) )

b, =

Sendo H(q,p) a hamiltoniana do sistema e k, seu nimero de graus de liberdade. Para um determinado sis-

tema, g, a coordenada generalizada da posicdo e p, do momento, a quantidade F(q,p), funcdo das varidveis dinami-
cas, € dita constante de movimento (dF/dt = 0), se {F,H} = 0, onde {,} sdo parénteses de Poisson, (BERNARDES,
2002). Se o sistema possui n constantes de movimento independentes F; tais que {Fi,F; } = 0 para quaisquer i,j €

{1,2,...,n}, entdo o sistema é dito integravel.

A diferenga entre movimento regular e irregular (cadtico) é o nimero de constantes de movimento além
da energia E: movimento completamente regular (quase-periddico e estavel) é préprio de sistemas integraveis. De
uma forma geral, os sistemas sdo ndo-integraveis e podem executar movimento regular (quase perioédico) em deter-
minadas regiGes do espaco de fase e cadtico em outras regides. Uma maneira de se distinguir o movimento cadtico
do regular, baseia-se no fato de que aquele é extremamente sensivel as condigdes iniciais; trajetorias inicialmente

préximas, X; € x», divergem exponencialmente no tempo:

Al) = lx, () — x, ()] = e*FA(t = 0), )
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Ou seja, ndo importa quio pequeno seja A(t = 0). O expoente de Lyapunov A, marca desse tipo de instabi-

lidade, sendo indicador para observagdo de sistemas caoticos.

Em geral, os sistemas hamiltonianos conservativos ndo-integraveis, tém apenas a energia E como constan-
te de movimento. As trajet6rias no espaco de fase estdo restritas a superficie H(g,p) = E de dimensdo 2n-1. Como
existe a possibilidade de regides com movimento regular e caético, seria interessante caracterizar o sistema segundo
w(E) da superficie H(q,p) = E, ocupada por movimento cadtico. Se u(E) = 1, o sistema é dito ergddico e uma trajetd-

ria tipica preenche densamente a superficie de energia E.

Com relagdo ao Espaco de Fase (Fig. 1), podemos imaginar um espaco com coordenadas gi e pi de tal

forma que evoluindo no tempo, variam continuamente, descrevendo uma trajetoria neste espaco, (FERRARI, 2011).
P

|10 T

p ([0) ..............

@ am T d

Figura 1 - Trajet6ria no espaco de fase

Neste caso, p e g sdo coordenadas independentes, pois p € obtido a partir de g.

Podemos entender o estado do sistema num determinado instante como descrito tanto pelas coordenadas
generalizadas q quanto pelos momentos canonicamente conjugados p, que sdo variaveis independentes entre si, e que
dependem do tempo. Num instante ty, conhecemos seus valores iniciais, o = q(to) e po = p(to), € determinamos as
fungdes q(t) e p(t), sendo solugdes de determinada equacdo diferencial. As equacdes diferenciais que descrevem a
dindmica do sistema do espaco de fase sdo de 12 ordem no tempo e a especificacdo de um ponto neste espago tam-
bém especifica completamente uma condicéo inicial deste sistema de equagdes, sendo Unica a solucdo do sistema de

equacdes dada esta condicdo inicial.

Se observarmos com relacdo ao espago de configuragdes, vemos que ndo vale, pois, a especificacdo de um
ponto no espago de configuracBes define apenas as posi¢des das particulas que compdem o sistema naquele instante,
e ndo suas velocidades. As equacdes de movimento no espago de configuracfes sdo equagdes de 22 ordem no tempo.
E possivel, que do mesmo ponto inicial no espaco de configuracdo, emanem duas solucdes fisicamente validas das

equacdes de movimento (Fig. 2).
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P
A

(Qo, Po)

(QO, Do)

> q

Figura 2 — Possibilidade de dois caminhos na trajetdria

A formulacdo Hamiltoniana tem em sua particularidade a simetria (Fig. 3), o formalismo é construido de

tal forma que as coordenadas g; e pi aparecem de forma simétrica.

Figura 3 — simetria no espago de fase

A funcdo Hamiltoniana provém da equagdo de Euler-Lagrange, assim:

: __a
EH(qJP! tj - ar (q!pr t:] (3)

Se q(t) e p(t) satisfazem as equagdes candnicas de movimento,

& O VELPY L Y A TS L N LA P
drH(q’p’t:] _Ei Bq[qi+ziﬂﬂ[pi+ ar EE'I?[ ép; EE".':J[ da; ar At
Comparando as equacfes, vemos que
aL aH
% 3 (4)
Em particular
aH

d
§= 0e EH{Q;?,?:] =10
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Se a Hamiltoniana ndo depende explicitamente do tempo t, entdo H(q,p,t) é constante ao longo da trajeto-

ria do ponto representativo do sistema no espaco de fase, ou seja, H(qg,p) é uma constante do movimento.

Considerados sistemas dinamicos simpléticos, em que o volume do espaco de fases é conservado, obede-
cendo ao teorema de Lioville (OTT, 2002), observa-se um mapa simplético da forma xn+1 = My (X»), para que a con-

dicéo simplética possa ser escrita, como

Sy =1J75,], sendo que |= (i—j)h}_ = {%) 5)

Que é a matriz Jacobiana, JT a sua transposta, X = (p,q) = (P1,...,PN, Q1,.....0n) €

0, —I,
se=(7" oY) (6)
N Iy Oy

é a matriz simplética, composta por matrizes identidade Iy e matrizes nulas Oy de ordem N, (WOELLNER, 2006).

Nos sistemas hamiltonianos e dissipativos cadticos, caracterizam-se por sensibilidade extrema as condi-

¢Bes iniciais, manifestada pela divergéncia exponencial de trajetorias inicialmente proximas.

Aliada a contragdo de areas no espaco de fase, cria uma situagdo inconveniente: as trajetorias divergem e
a0 mesmo tempo permanecem confinadas numa regifo finita. E possivel esta situacio, pela justificativa dos atratores

estranhos para determinadas regifes no espago de fase, (PELLEGRINO, 1991).

Podemos classificar as caracteristicas especiais dos sistemas dissipativos, ou seja, caminhos que levam ao
caos nesses sistemas, como; intermiténcia, cascata subarménica de duplicacdo de periodos e transicdo para o caos a
partir de movimento quasiperiédico, (PELLEGRINO, 1991).

Os sistemas dissipativos podem apresentar janelas de periodicidade dentro de regibes cadticas. A defini-

¢ao sdo os intervalos de valores dos parametros que comparecem as equacfes de movimento do sistema.

3 O EXPOENTE DE LYAPUNOV

O expoente de Lyapunov é uma das maneiras de verificar o quanto é cadtico para o comportamento de um

sistema dindmico. Existe a sensibilidade as condi¢es iniciais. Por definicdo, adota-se a seguinte aproximacao:
g(n) = ™ (7)
onde ¢(n) é a distancia entre 0s pontos na enésima medida e 1 é 0 expoente de Lyapunov.

Se 1 > 0 a distancia ird aumentar enquanto que se 4 < 0, ira diminuir, (WOELLNER, 2006). No caso do

mapa logistico, na enésima iteracdo entre duas posic¢des distanciadas inicialmente de ¢ ocorre:
f (x+¢&)—f"(x) = ™ (8)

onde f"(x)= f(f(..f(x))) nvezes.

Tomando-se o logaritmo:

loge[f (x+¢&)— f (x)}zm ©

g
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Para pequenos valores de ¢ essa expressao se torna:

1 df "(x
AxLiog [H ) (10)
n dx
o dft(x) .
Desenvolvendo-se a derivada d— obtém-se, pela regra da cadeia:
X
dfi"(x)

il (FOP00).(F (FT200).(F (77 (x)...

= £ (%) (). T (%)

T8I )

Aplicando-se a propriedade de logaritmo da multiplicacdo e tomando-se o limite para n tendendo a
infinito:

n-1
f=lim, 2309, (%) 12)
i=0

No caso do mapa logistico, f'(x)= x(1—2x) . Se dois pontos iniciais muito proximos convergem para

um atrator (A < 0), o sistema ndo é sensivel as condi¢des iniciais, se a distancia entre eles se mantém constante (A =

0) o sistema esta no limite e se os pontos se afastam exponencialmente (4 > 0) o sistema é sensivel (MONTEIRO,
2006).

Para que haja 0 aumento da distancia entre os pontos iniciais em virtude da iteragdo é necessario que o
expoente de Lyapunov seja positivo.

Observando-se o grafico, vemos que o expoente de Lyapunov s6 é positivo para determinados valores de

4. Quando o expoente é positivo ocorre 0 comportamento cadtico.

1
- 0 | l”nm
o B Y"' f [ ‘
2 / l
2
£ ( |
-
S 2
@
S
a -3
ai

4

— .
28 3.0 32 34 36 38 4.0
Coeficiente (p)

Figura 4 — Expoente de Lyapunov para valores de ( ;)
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Existem dois limites que devem ser obedecidos com relacéo a definicdo dos expoentes de Lyapunov:
a) a distancia entre as condices iniciais deve tender a zero e

b) os valores analiticos dos expoentes sdo obtidos no limite do tempo (representado por uma variavel

discreta n) tendendo para o infinito.

E impossivel respeitar o limite de n — oo, devemos entéo truncar o célculo dos expoentes em determinado

instante de tempo.

3.1 Distribuicdo dos Expoentes de Lyapunov a Tempo Finito

Os expoentes de uma forma qualitativa podem ser definidos como quantificadores da taxa média
exponencial de expansdo ou contracdo de um elemento infinitesimal de volume em cada direcdo do espaco de fases.

Existem dois tipos de expoentes positivos e 0s negativos, (PELLEGRINO, 1991).

Quando temos expoentes negativos, vemos a aproximacao de trajetdrias distintas e no caso de positivos o

afastamento exponencial entre elas, tudo dentro de uma dindmica cadtica.

Os sistemas cadticos tem um comportamento muito sensivel a variagdo das condic¢@es iniciais, sdo ricos

em instabilidade de trajetorias no espaco de fase.

Essa riqueza de drbitas instaveis permite a eles uma imensa flexibilidade, por exemplo, se notamos que
uma das caracteristicas basicas dos seres vivos é a capacidade adaptativa; possivelmente os resultados matematicos
provenientes do estudo dos sistemas cadticos poderdo ter importancia para um melhor entendimento do

comportamento dos seres Vvivos.

Uma ideia interessante é que ao aproveitarmos a riqueza de trajetorias instveis dos sistemas cadticos,
através de perturbagdes bem programadas, levamos o sistema a se comportar da maneira que se deseja ou
aproximadamente. Escolhemos uma Orbita que permita ao sistema realizar a forma exigida e estabilizamos essa

Orbita através de uma pequena perturbacdo adequadamente escolhida.

4 CONCLUSAO

A determinacdo de critérios analiticos que possam garantir a integrabilidade ou ndo de sistemas dindmicos

perece de diversas dificuldades.

Analisando numericamente, percebemos sempre a possibilidade de erros comutativos, especialmente no

tratamento de sistemas com possivel comportamento caotico.
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