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Resumo

Este trabalho descreve a modelagem a parametros con-
centrados, a implementacao experimental e o estudo
da dinamica, que permitam a identificacao e a estimati-
va da posicao de trincas em vigas, através da analise dos
modos naturais de vibracao. Os modos naturais de vibra-
cao experimental sao obtidos em um aparato experi-
mental formado por: um dispositivo para excitacao da
estrutura, um transdutor e um analisador de espectro,
possibilitando a obtencao das informacoes de resposta
em freqiiéncia. A modelagem dinamica e a analise modal
experimental sao aplicadas na investigacao de vigas que
possuam fissuras ou trincas permitindo uma avaliacao
da resposta que a estrutura dara aos efeitos das cargas.
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INTRODUCAO

O principal objetivo deste trabalho é realizar a mo-
delagem de uma viga bi-engastada que podera ser de
material metalico ou nao-metdlico a parametros concen-
trados, com a finalidade de se localizar regidoes com trin-
ca na estrutura através das freqiiéncias dos modos natu-
rais de vibracao. Desta forma, partindo-se do modelo de
uma viga continua com dois graus de liberdade, obtém-
se as equacoes de movimento aplicando-se a Equacao
de Lagrange. Admitindo-se dois casos de viga continua,
com e sem trinca, pode-se determinar os autovalores e
autovetores, que nos fornecem as freqiiéncias naturais
para cada caso. De posse destes dados, estima-se a loca-
lizacao da trinca, considerando-se que a rigidez no local
onde ocorre a trinca sofre alteracao devido a variacao da

Rev. ciénc. exatas, Taubaté, v. 9/10, n. 1-2, p. 61-67-, 2003/2004.

superficie transversal da viga. Efetua-se a compara-
cao dos modos obtidos teoricamente através do
método dos parametros concentrados com os re-
sultados experimentais de uma viga de mesmas
condicoes do estudo teorico.

Os modelos determinam as freqiiéncias natu-
rais de vibracao das vigas sempre em funcao da
sua geometria e das suas propriedades mecanicas,
possibilitando aplicar a andlise do comportamento
vibratorio para se realizar controle do estado do
elemento em condicoes de fadiga nao localizada,
e para a deteccao e acompanhamento de propaga-
cao de trincas.

EQUACGES DE MOVIMENTO E COORDENADAS
ACOPLADAS

A equacao de movimento expressa o desloca-
mento como uma funcao do tempo, ou seja, apre-
senta a distancia entre a posicao instantanea da
massa durante seu movimento e a posicao de equi-
librio.

As equacoes diferenciais de movimento podem
ser acopladas. O conceito de acao acoplada reside
em que a vibracao em uma regiao do sistema in-
duz vibracao em outra regiao do mesmo sistema
devido a forca que é transmitida através da mola
acoplada. Ha dois tipos de acoplamento: o
acoplamento esfatico devido a deslocamentos es-
faticos que existe se a matriz de rigidez é nao-
diagonal e, acoplamento dinamico, devido a forcas
de inércia, que existe se a matriz de massa é nao-
diagonal (THOMSON, 1973).

Pode-se encontrar também um sistema de co-

ordenadas que nao apresente acoplamento, pois
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cada equacao podera conter somente uma quantida-
de desconhecida. Neste caso, as equacoes de movi-
mento podem ser resolvidas independentemente uma
da outra, de forma desacoplada. Estas coordenadas
sao denominadas coordenadas principais ou coorde-
nadas normais

MODELO A PARAMETROS CONCENTRADOS DE
UMA VIGA BI-ENGASTADA COM DOIS GRAUS DE
LIBERDADE

Neste trabalho enfatiza-se um método aproxima-
do para localizar trinca em estruturas metalicas e nao
metalicas. Inicia-se com o modelo de uma viga bi-
engastada sem trinca e posteriormente compara-se
com um modelo de uma viga bi-engastada com trin-
ca, considerando um modelo discreto com dois graus
de liberdade.

Mobero MATEMATICO SEM TRINCA

Na figura 1 tem-se uma viga bi-engastada, e a fi-
gura 2 mostra o modelo analitico de um sistema com
duas massas ideais, lisadas as paredes e entre si por
molas ideais.

Figura 1 - Viga bi-engastada

5 VW 2

Figura 2 - Sistema nao amortecido de dois graus de
liberdade.

A energia do sistema consiste de cinética T devida
ao movimento das massas, e energia potencial V de-
vida a acao da mola de acoplamento K. Assim, apli-
cando o Método de Lagrange para calculo da equa-
cao do movimento, cujo modelo refere-se um siste-
ma nao amortecido de 2 GDLs, determina-se as equa-
coes de mvimento dinamico, que podem ser expres-
sas na notacao matricia, como segue:
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ou ainda,

bl K= 03 @

Pré-multiplicando pelo inverso da matriz de mas-
sa, tem-se:

[l Dli=0) 0o
Admitindo o movimento harmonico [y ]=_7 [x]

sendo que ) —=c° tem-se que [;‘)—UH del= P}
ou seja ,

“k o 2k
3m m | _

2k kL0 W
3m 3m

o determinante acima conduz a equacao caracte-
ristica:

2 kY
pv-3k, . 9[— =0 (12)

3m m )

Como foram desprezados o amortecimento e o
vetor de forcas, ficou caracterizado um problema de
vibracao livre nao amortecido, levando a um proble-
ma de autovalor e autovetor. O vetor de forcas pode
ser desprezado porque as freqiiéncias e os modos
naturais de vibracao sao caracteristicas exclusivas da
estrutura, portanto independem do carregamento ex-
terno aplicado. Este problema de autovalor e autovetor
possibilita o desacoplamento das equacoes integran-
tes do sistema de movimento dinamico anteriormen-
te descrito, obtendo-se com estes autovetores 0s cor-
respondentes modos naturais de vibracao, e com seus
autovalores associados as freqiiéncias naturais de vi-
bracao (MEIROVITCH, 1986).

Pode-se entao obter os autovalores, que saos as
duas raizes associadas ao polindbmio caracteristico apre-
sentado na equacao 13
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2 k
M =7 (14)

A, =2% (15)
m

Sabe-se que j-=4' as, podemos encontrar
frequécias naturais do sistema:

2 k (16)

o - 2£ (17)

) m
Efetuada a substituicao dos valores de el

na equacao matricial 11 e normalizadas as colunas,
teremos o primeiro e segundo autovetores, que sao
respectivamente:

y _ J-1,000]
b = | 1,000 | 49

1,000

). - { 1,000} 20)

As figuras 3 e 4 a seguir, representam os dois modos
normais.

3,000 1,800

Figura 3 - 2° Modo normal para o/ =5

n
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Modelo Matematico Considerando Trinca
Deve-se analisar dois casos: Modelo com trinca na
regiao central e Modelo com trinca proxima ao engas-
te.

LLLLLL

Figura 4 - 2° Modo normal para ©5 =2

Modelo com trinca proxima da posicao central

Na figura 5.a tem-se uma viga bi-engastada e a fi-
gura 6 mostra o modelo analitico de um sistema com
duas massas ideais % ligadas as paredes e entre si

por molas ideais %1 _ %2 .
= 3 Trinca

/] '
/ T

Figura 5 - Viga bi-engastada com trinca proxima ao
centro

. P % P oA

Figura 6 - Sistema ndao amortecido de dois graus de
liberdade

Pode-se entdo obter a funcao Lagrangeana [ para o
sistema:

L= %‘r{m.{f +mi;) —611(',1':: - (]—Skz (r,~x, y - 6]—f\'|,r:: (21)

As equacoes de movimento serao:

Wi el oy by =@ (22)
3 3

=

m 1

i |
=¥ sk 4 Sk, th)x, =0 (23)

As equacoes de movimento dinamico podem ser
expressas na notacao matricial:

[M 13+ [K THc}= D} (24)

ou ainda,

03



(25)

Efetuando a pré-multiplicacao pelo inverso da
matriz de massa tem-se:

)i+ [Dlixi= 0} @9)

Fazendo [D -/ |{x}= {0},

(k) 24
3 om ) 3m x| )0
P
3m 3 m )
(@7)

Formando o determinante JD =% ]‘ =() a equacao
26 fica:

2 klﬂ'(ﬂ—k 2k,
3 m ) 3 m -0
2k, 2 !(:+;'(,W_7L
3 m 3 m )
(28)

Conduzindo a equacao caracteristica:

; 4(/(]”(:) A +8kk 9

)\;_ - - }lu T A
3V om ) Om"

Pode-se entao obter os autovalores, que saos as
duas raizes associadas ao polindOmio caracteristico apre-
sentado na equacao 28.

= 2k, + 4k, (30)
: 3m

A, = zﬁ 31)
- 3 m

As freqiiéncias naturais do sistema sao:

o - /2;'{] + 4k, 32)
' 3m
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0] —Jgk—‘ 33
’ 3 m (33)

Pode-se obter as equacoes algébricas lineares ho-
mogéneas:

[2(/(1 +k3)_kwxl 2k o @
) 3m

3 m

_E/(g Y, +|ig[k3 +k1 J_ k}xq =0 (35)
3 m 3 m -

Sendo que, para movimentos periodicos compos-
tos de movimentos harmonicos de varias amplitudes
e freqiiéncias, pode-se fazer como uma dessas com-
ponentes:

x, = Asen(® t +\ )
(36)

X, = Bsen(o t +\r)
@37)

onde, 4, B ey sio constantes arbitrérias,e
€ uma das freqiiéncias naturais do sistema.

Substituindo os valores de x; €Xx, nas equagdes

33 e 34, e fazendo as devidas simplificagdes
tem-se:

2hth) G lg-2kp 0 (3
3 m ) 3 m

_gk_: +[E(_k3+kq_}b}3:0 (39)
3 m )

Pode-se assim obter a razao das amplitudes:

2k,

A
Z - 2 (40)
B 2(k, +k,)—m\

. 2k +4k, 2k

A :3—m— e A = 3—m1— e pode-se encontra

0 primeiro e segundo modos normais, que sao res-

pectivamente:
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-1.000

= 1000 (4 1)

“_I ) |_|_||]|'_|. ( 42)

| o8 A
11,000

As figuras 7 e 8 a seguir, representam os dois modos
normais.

2k, + 4k,

Figura 7 - 1' Modo normal para ®,’ = 3
m

1,000 1,000

\ \

, 2k
Figura 8 - 2° Modo normal para () > = — —-
© 3 m

MODELO COM TRINCA NA POSICAO PROXIMA
AO ENGASTE

Na figura 9.a tem-se uma viga bi-engastada, apre-
sentando uma trinca proxima ao engaste, e a figura
10 mostra o modelo analitico de um sistema com

o om .
duas massas ideais = ligadas as paredes e entre
sipor molasideais™ k, e k,.
(Tr'nca
T

Figura 9 - Viga bi-engastada com trinca proxima a ex-
tremidade

-
w|r

3

Figura 10 - Sistema nao amortecido de dois graus de
liberdade

N =
N

Procedendo de forma anadloga ao caso anterior,
pode-se determinar as freqiiéncias naturais do sistema
que sao respectivamente:

ky +3k, - \/(;ﬁ _"'l":): +4,-'{:3 (43)

3m

w0, =

k, +3k, ++(k, -k, ] +4k,’ (44)

3m

w, =

OBTEN(;Z\O DOS MODOS NATURAIS DE VIBRA-
CAO

Os modos naturais de vibracao foram obtidos de
modo teorico e de modo experimental, sendo
posteiormente apresentados nas tabelas 2 e 3.

Mobos NATurais DE VIBRACAO TEORICOS

Sao determinados utilizando os conceitos apresen-
tados e as formulas obtidas no estudo das vigas a
parametros concentrados , mediante a utilizacao dos
valores correspondentes a cada caso de viga, que po-
dem ser encontrados na tabela 1 a seguir

Tabela 1 - Valores das constantes correspondentes as
vigas de concreto e madeira

Viga de Concreto

Wizade Madeira

Madulo de Elasticadade

E= 210000 kglem

E= 180000 kz/em

Meorrento de Iréria (e tinca)

I=864 . 10 m'

I=864 .10 m'

Momerto de Inéreoia (com trinca)

T=365 10 m

=565 10 m

Rizidez sem binca:

k=34 236 480 Pam

k=2 6542 080 Pam

Rigidez sem trinvca:

k=17 496 000 Pam

k=11 197 440 FPam

Bassa da VWiga m= 17 ks m= Tkz
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Mobos NATURAIS DE VIBRACAO EXPERIMEN-
TAIS

Na sua forma classica, a Andlise Modal consiste
em se determinar experimentalmente um conjunto
de funcoes resposta em freqiiéncia e a partir delas
extrair, com auxilio de um programa computacional,
0s parametros modais do sistema. O equipamento
utilizado no experimento foi o seguinte:

1. Dispositivo para excitacao da estrutura (marte-
lo piezoelétrico);

2. Transdutor para medicao da grandeza de inte-
resse;

Martelo

!

3. Analisador de espectro “HP35660a” que per-
mitiu extrair as informacoes de resposta em freqiién-
cia, e sinais temporais dos canais de entrada e saida, e
a funcao coeréncia.

A excitacao da estrutura foi efetuada com contato
através de um martelo de impacto, que nada mais é
do que um peso associado a uma célula de carga ou
transdutor de forca para medicao da intensidade da
forca aplicada. As vigas foram submetidas a ensaio
em uma estrutura especial desenvolvida no Departa-
mento de Engenharia Civil em conjunto com o Depar-
tamento de Engenharia Mecanica, para experimentos
com vigas de porte.

|J-| Acelerdmetro

Apoio

Apoio

Viga Analisador de Espedro

I

Figura 11 - Aparato experimental

Tabela 2 Resultados teoricos e experimentais de freqiiéncia (Hz)

Viza de Concreto Vizade Madeira
Eesultados Resaltades
Tedrico Expenmertal Tedneo Experimerdal
I"Modo | 2 Modo | 1" Modo | 2 Modo | 1 Maodo 2'Modo 1'Modo 2 Modo

Tem Trimca 6,12 | 22% | 1660

WEW | 2317  4Bs0  2a00 0

Trnea Cental 185,12 23,50 166,00

534,00 253,17 343,77 23500 312,00

Tonea Priama 154,91 | 5001 | 156,00

a0 Apoio

SR | 1957 G#53 21600 e

Analisando os resultados teoricos, pode-se consta-
tar que quando a trinca encontra-se na regiao central
o0 segundo modo sofre uma reducao de valor, por
outro lado quando a trinca esta na regiao proxima ao
apoio o primeiro modo se reduz e o segundo modo
fica com valor proximo ao obtido para o segundo
modo do caso com trinca central, tanto para viga de
concreto como também para viga de madeira. Os
resultados experimentais constataram de forma apro-
ximada os cdlculos teoricos.
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ConNcLusAo

A escolha de um modelo simples a parametros
concentrados teve como objetivo identificar os mo-
dos naturais de vibracao de vigas com e sem enta-
lhes, propiciando um bom resultado tendo em vista
que estamos tratando de vigas com entalhes e que
possuem um comportamento dinamico totalmente
nao linear. Desta forma, o modelo utilizado foi eficaz
quando comparamos as freqiiéncias dos modos teori-
cos com as dos modos experimentais, e nesta analise
pode-se afirmar que os autovalores variam com a po-
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sicao da trinca, 0 que ndao ocorre com 0s autovetores,
como mostram as tabelas 1 e 2.

Pode-se concluir que ao realizar um ensaio para
identificacao da presenca de trincas em estruturas, a
variacao das freqiiéncias dos modos de vibracao pos-
sibilitard posicionar a trinca, entalhe ou fissura proxi-
ma a regiao central ou proxima ao apoio ou engaste.

Assim, esse trabalho é embrionario nas pesquisas
de sistemas estruturais, principalmente em constru-
cao civil onde as trinca se desenvolvem lentamente,
pois pode-se a partir deste, melhorar o modelo, bem
como utilizar modelos de sistemas continuos e utili-
zar o método dos elementos finitos para novos ensai-
0s, e até mesmo para desenvolver uma nova
metodologia de identificar sistemas estruturais com
trincas.

Esse trabalho pode ser realizado a partir da aplica-
cao de diversas ferramentas, tais como: técnicas de
modelagem a parametros concentrados e analise ex-
perimental, e com a integracao dos Departamentos
de Engenharia Mecanica e Engenharia Civil.

Apesar do modelo utilizado ser simples, a utiliza-
cao deste no estudo de trincas mostra a relevancia do
trabalho, visto que existem poucos trabalhos publica-
dos nesta area.

Para projetos futuros iniciaremos novos estudos
com objetivo de facilitar o calculo e garantir regioes
com trincas através dos modos naturais de vibracao,
utilizando modelos de sistemas continuos e em para-
lelo o0 método dos elementos finitos.

ABSTRACT

The objective of this work is to describe the modeling
to concentrated parameters, the experimental
implementation and the study of the dynamics that
allow the identification and estimate the position of
crack in beams, trough the analysis of the natural
manners of vibrations. The natural manners of experi-
mental vibration are obtained in an experimental
apparatus formed by: a device for excitement of the
structure, a transmuted and a spectrum analyzer to
obtain answers from the information in frequency. The
dynamic modeling and the experimental modal
analysis are applied in the control of beams that pos-
ses split or crack that permit an estimate of an answer
that the structure will give to the effect of the loads.
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